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Rozwi¡zanie ka»dego zadania prosimy umie±ci¢ w jednym pliku, najlepiej pdf lub ka»de zadanie na

oddzielnej kartce.

Nale»y szczegóªowo uzasadnia¢ rozwi¡zania powoªuj¡c si¦ na odpowiednie twierdzenia, lematy, ...

Mo»na korzysta¢ z ksi¡»ek, notatek, itp...

Zadania nale»y rozwi¡zywa¢ samodzielnie. Nie wolno korzysta¢ z pomocy innych osób.

Zadanie 1 (10 pkt.). Niech γ b¦dzie krzyw¡ zorientowan¡ zadan¡ prametryzacj¡ (zgodn¡ z
orientacj¡) ϕ : [0, 1]→ R3

ϕ(t) =
(
2 + 16t2(t− 1)2, 4t(1− t), (1− t)

(
1 + 16t2(t− 1)(2t− 1)

))
oraz niech

ω =
(
2xz2 ex

2+y2 +2xz
)
dx+

(
2yz2 ex

2+y2 +2yz
)
dy +

(
2z ex

2+y2 +x2 + y2
)
dz.

(a) Sprawd¹ czy ω jest dokªadna i czy jest zamkni¦ta.

(b) Oblicz
∫
γ

ω.

Zadanie 2 (10 pkt.). Oblicz caªk¦ z formy η = x3 dy ∧ dz + y3 dz ∧ dx + z3 dx ∧ dy po
póªsferze S+ = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 = 1, z ­ 0} zorientowanej tak, »e wektor [0, 0, 1]
jest wektorem normalnym zewn¦trznym w punkcie (0, 0, 1).

Zadanie 3 (10 pkt.). Niech

M =
{
(x, y, z) ∈ R3 : z = e−x−y, 0 < x < 1, 0 < y < 1

}
.

Dla ka»dego p ∈M niech ~v(p) oznacza rzut wektora [1, 1, 0] zaczepionego w punkcie p na prost¡
wyznaczon¡ przez wektor normalny do M w punkcie p. Oblicz∫

M

||~v(p)|| dσ2(p),

gdzie ||~v|| oznacza norm¦ euklidesow¡ wektora ~v.

Zadanie 4 (10 pkt.). Zaªó»my, ¹e U ⊂ Rn jest zbiorem ograniczonym i spójnym z brzegiem
klasy C1 oraz funkcja f jest klasy C2 na pewnym otoczeniu zbioru U i speªnia równanie

div (A∇f) = 0 w U, (?)

gdzie A jest symetryczn¡ dodatnio okre±lon¡ macierz¡ n×n o staªych wspóªczynnikach. Wyka»,
»e funkcja f jest jednoznacznie wyznaczona przez swoje warto±ci na brzegu U , tzn. je»eli funkcje
f, g speªniaj¡ równanie (?) oraz f ≡ g na brzegu U to f ≡ g w U .


